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درونیابتوابع 
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مقدمه

تمامیتوسازگاریالزامات

بعدییکهایالمان:ایجملهچندهایفرم

هندسیهمسانی:ایجملهچندهایفرم

مثلثیهایالمان

مستطیلیهایالمان
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سراسردرامnمرتبهمشتقاتتامیدانیمتغیرمشتقات،Cnپیوستگیباایمسئلهدر

.هستندپیوستهالمانهایمرز
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یپوستگثابتکرنشایصفحهالمانودوگرهیمیلهالماندرونیابتوابعC0

انیمیدمتغیرصفرمرتبهتامشتقفقطالمانهایمرزسراسردریعنی.دارند

.هستپیوسته(میدانیمتغیرخود)

پیوستگیتیرالمانC1در(شیبیعنی)عرضیجابجاییاولمشتقزیرا،دارد

.استپیوستهالماناینهایمرزسراسر
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پیوستگی
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همگرایی(Convergence):دیفرانسیلمعادلۀیکازگسستهحلیک

وچکترکوکوچکگسستگینقاطکههنگامیاگرشودمیگفتههمگرا

.شودنزدیکپیوستهمعادلۀدقیقحلبهشوندمی

نمیمحدوداجزاءروشازاستفادهبامهندسنشود،حاصلهمگراییاگر-

درستیتقریببیانگرحاصلهنتیجهکهاینبهراجعدقیقطوربهتواند

.دهدنظرخیر،یاهستدقیقجواببرای
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همگرایی
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* * * * Numerial Solution
____ Exact Solution

* * * * Numerial Solution
____ Exact Solution
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همگرایی
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هاالمانتعدادافزایش
هاالمانندازهاکاهش

hنوعبهبود

pنوعبهبود

hنوعبهبود

pنوعبهبود
-ایچند جملهافزایش مرتبه 

توابع درونیابهای 

روشهایبهبودمشبندی

بندیمشبهبود"باهمگراییوجوابدقتافزایشمحدود،اجزایروشدر"
.استمیسرالمان
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همگرایی
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ه در محدوده یک المان که متغیر میدانی بمسئله میدانی برای یک 
:صورت زیر گسسته شده است

ا ارضا  رتمامیتو سازگاریدو شرط باید ( توابع شکل)توابع درونیاب 
.تضمین شودبندی المانبهبود پی در همگرایی کنند تا 

𝜙 𝑒
(𝑥, 𝑦, 𝑧)

=

𝑖=1

𝑀

𝑁𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜙𝑖

همگرایی
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آنیجزئمشتقاتومیدانیمتغیرالمان،هایمرزامتداددرسازگاری،تحققبرای

معادلاتیانتگرالفرمدرشدهظاهرمشتقمرتبهبیشترینازکمترمرتبهیکتا

.باشندپیوستهبایدالمان،

ظاهرجابجاییاولمشتقخرپا،المانمعادلاتبندیفرمولبرایمثالبرای

تهپیوسالمانهایمرزسراسردرجابجاییبایدسازگاریارضایبرایلذا.گشت

.باشدپیوستههامرزایندرجابجاییمشتقکهنیستلازماماباشد،
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سازگاری 

𝑨𝑬න

𝟎

𝑳
𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙

𝒅𝒖

𝒅𝒙
𝒅𝒙 = 𝑵𝒊𝑨𝑬

𝒅𝒖

𝒅𝒙
|𝟎
𝑳
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ارضایبرایاست،جابجاییدوممشتقشاملکهتیرالمانبندیفرمولبهتوجهبا

.باشندپیوستهالمانهایمرزدرشیبهموجابجاییهمبایدسازگاریشرط
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سازگاری 

𝑬𝑰𝒛 

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒅𝟐𝑵𝒊

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝒙 = න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝑵𝒊𝒒(𝒙)𝒅𝒙 − 𝑵𝒊𝑬𝑰𝒛
𝒅𝟑𝒗

𝒅𝒙𝟑
|𝒙𝟏
𝒙𝟐

+
𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙
𝑬𝑰𝒛

𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
|𝒙𝟏
𝒙𝟐
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شرطی،اسازهمسائلدر.باشدداشتهنیزفیزیکیمفهومتواندمیسازگاریشرط

ردخالیفضاییاشکافایجادازالمانهایمرزامتداددرجابجاییپیوستگی

.کندمیجلوگیریسازیمدلروندطیدرسازه
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سازگاری 

مثالهای عدم تأمین سازگاری
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ودبهبطیدرالماناندازهکهدرصورتی،تمامیتتحققبرای

تقاتمشومیدانیمتغیرکند،میلصفرسمتبهبندیالمان

دردهشظاهرمشتقمرتبهبیشترینبرابرمرتبهتاآنجزئی

اختیارتثابمقادیرباشندقادربایدالمان،معادلاتانتگرالیفرم

.کنند

13

تمامیت
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 ع برای توابتمامیت شرط

تغییرمکان به دنبال 

:تتضمین دو وضعیت اس

تحقق کرنش ثابت

تغییرمکان صلب سازه
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تمامیت
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:گرهیدویخرپاالمانجابجاییمیدان

.آیندمیدستبهزیرگرهیشرایطاعمالباa1وa0ضرایب

:درونیابتوابع
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𝒖(𝒙) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙

𝒖(𝒙) = 𝟏 −
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𝒖(𝒙 = 𝑳) = 𝒖𝟐

بعدیهای یکالمان: ایهای چند جملهفرم
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وستامتناظرصلبجسمحرکتباالمانجابجاییمیدان،برقرارباشدزیرشرطاگر
.دهدنمیرخالماندرفشردگییاکشیدگی
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𝒖𝟏 = 𝒖𝟐

بعدیهای یکالمان: ایهای چند جملهفرم

𝒖(𝒙) = 𝟏 −
𝒙

𝑳
𝒖𝟏 +

𝒙

𝑳
𝒖𝟐= 𝒖𝟏

عقطکرنشهموجابجاییهمکهچرا،شودمیارضاخرپاالماندرتمامیتشرط

.کننداختیارثابتمقدارتوانندمیالماناندازهازنظر

یجابجایفقطزیرا،کندمیفراهمراسازگاریشرطخودکارصورتبهخرپاالمان

اژمونتروندطریقازحتمطوربههاگرهدرجابجاییسازگاریواست،بحثمورد

.گرددمیتامینسیستم
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اولقمشتهموجابجاییهمکهاستنیازتیرالمانسازگاریشرایطارضایبرای

.باشندپیوستهالمانمرزهایدر(شیب)جابجایی

ایمتغیرهعنوانبهگرهیهایجابجاییبرعلاوهالمانهایگرهدرهاشیبوقتی

-میرضااسیستممونتاژروندطریقازسازگاریشرطشوند،گرفتهنظردرگرهی

.شود
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بعدیهای یکالمان: ایهای چند جملهفرم
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:گرهیدوتیرالمانجابجاییمیدان

ی  های گرهحسب توابع درونیاب و متغیربه دنبال فرم زیر از میدان جابجایی بر 
:هستیم
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𝒗(𝒙) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒙
𝟐 + 𝒂𝟑𝒙

𝟑

𝒗(𝒙) = 𝑵𝟏𝒗𝟏 +𝑵𝟐𝜽𝟏 +𝑵𝟑𝒗𝟐 +𝑵𝟒𝜽𝟐

= 𝑵𝟏 𝑵𝟐 𝑵𝟑 𝑵𝟒
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𝜽𝟏
𝒗𝟐
𝜽𝟐

بعدیهای یکالمان: ایهای چند جملهفرم



نی
مبا

ود
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

بندی المان کلیتوابع درونیاب برای فرمول-فصل هفتم

:فرم ماتریسی

:شرایط گرهی
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𝒗(𝒙) = 𝟏 𝒙 𝒙𝟐 𝒙𝟑

𝒂𝟎
𝒂𝟏
𝒂𝟐
𝒂𝟑

𝒗(𝒙 = 𝟎) = 𝒗𝟏
𝒅𝒗

𝒅𝒙
|𝒙=𝟎 = 𝜽𝟏

𝒗(𝒙 = 𝑳) = 𝒗𝟐
𝒅𝒗

𝒅𝒙
|𝒙=𝑳 = 𝜽𝟐
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صورت ماتریس معادل زیر ترکیب کردتوان بهچهار رابطه قبل را میاین 

ای با معکوسدست آوردن ضرایب چند جملهتوان برای بهارائه شده را میدستگاه 
:نمودکردن ماتریس ضرایب حل 
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بعدیهای یکالمان: ایهای چند جملهفرم

را  C1این توابع درونیاب، که پیوستگی 

ی  توابع هرمیتبرآورده می کنند از جمله 

.به شمار می روند
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بندی المان کلیتوابع درونیاب برای فرمول-فصل هفتم

تاسنحویبهتیرالمانبرایجابجاییمیدانبرایسومدرجهایچندجملهعبارت

ودشومیظاهرمکانبهوابستهمتغیریکحداقلدومواولمرتبهمشتقاتدرکه

.داشتخواهدثابتمقداریکحتمطوربهسوممشتقتنها

قمشت.هستندصفرالمانهایگرهدرهاشیبصلب،جسمحرکتتحتالمانیدر

نیرویوتاسصفراست،متناسبخمشیلنگربامستقیمطوربهکهتغییرشکل،دوم

.باشدمیثابتاست،متناسبتغییرشکلسوممشتقبامستقیمطوربهکهبرشی

.کندبرآوردهراتمامیتشرطتواندمیتیرالماناینلذا
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بعدیهای یکالمان: ایهای چند جملهفرم
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نظردراست،داخلیگرهی،2شمارهگرهآندرکهراگرهیسهخرپایالمانیک

.بگیرید

وآیدمیبحسابمیدانیمتغیردقتافزایشمنظوربهریاضیابزاریکداخلیگرهوجود

شودنمیمتصلمجاورهایالماندردیگریگرهبه
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بالاتربعدی مرتبه یکهای المان: ایهای چند جملهفرم



نی
مبا

ود
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

بندی المان کلیتوابع درونیاب برای فرمول-فصل هفتم

ای مناسب برایچند جملهعبارت 
ت صوربهمتغیر میدانی این المان 

:باشدمیزیر 

:  گرهیشرایط و 
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بالاتربعدی مرتبه یکهای المان: ایهای چند جملهفرم
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𝑳𝟐

𝝓𝟏

𝝓𝟐

𝝓𝟑
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بالاتربعدی مرتبه یکهای المان: ایهای چند جملهفرم

𝝓(𝒙) = 𝟏 𝒙 𝒙𝟐

𝟏 𝟎 𝟎

−
𝟑

𝑳

𝟒

𝑳
−
𝟏

𝑳
𝟐

𝑳𝟐
−
𝟒

𝑳𝟐
𝟐

𝑳𝟐

𝝓𝟏

𝝓𝟐

𝝓𝟑

= 𝑵𝟏 𝑵𝟐 𝑵𝟑

𝝓𝟏

𝝓𝟐

𝝓𝟑

𝑵𝟏(𝒙) = 𝟏 −
𝟑

𝑳
𝒙 +

𝟐

𝑳𝟐
𝒙𝟐

𝑵𝟐(𝒙) =
𝟒𝒙

𝑳
𝟏 −

𝒙

𝑳

𝑵𝟑(𝒙) =
𝒙

𝑳

𝟐𝒙

𝑳
− 𝟏

𝝓(𝒙) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒙
𝟐
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بالاتربعدی مرتبه یکهای المان: ایهای چند جملهفرم

𝑵𝟏(𝒙) = 𝟏 −
𝟑

𝑳
𝒙 +

𝟐

𝑳𝟐
𝒙𝟐
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.برابرباواحدشود1بهنحویتعیینگرددکهمقدارتابعدرگرهC1استکهمقدارکافی

27

𝑪𝟏 = 𝟐

𝑵𝟏(𝒔) = 𝟐 𝒔 −
𝟏

𝟐
(𝒔 − 𝟏)

بالاتربعدی مرتبه یکهای المان: ایهای چند جملهفرم

𝑠جدیداستفاده از مختصات با  =
𝑥

𝐿
)𝑵𝟏(𝒔) = 𝑪𝟏(𝒔 − 𝒔𝟐)(𝒔 − 𝒔𝟑
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نشاندادکهتوانپیرویازیکمنطقوروندمشابهمیبا

28

𝑵𝟏(𝒔) = 𝟐 𝒔 −
𝟏

𝟐
(𝒔 − 𝟏)

𝑵𝟑(𝒔) = 𝟐𝒔(𝒔 −
𝟏

𝟐
)

)𝑵𝟐(𝒔) = −𝟒𝒔(𝒔 − 𝟏

بالاتربعدی مرتبه یکهای المان: ایهای چند جملهفرم
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چهارخطیالماندرونیابتوابعها،ایجملهتکضربروشازاستفادهبا
.آوریددستبهرازیرشکلدرشدهدادهنشانگرهی

29

1مثال

N1
N2 N3

N4

DOI: 10.13140/RG.2.2.19232.79364
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حل

:چنینحاصلمیشودN1ها،تابعدرونیابایتکجملهباضرب

30

𝒔 =
𝒙

𝑳

𝒔𝟏 = 𝟎 𝒔𝟐 =
𝟏

𝟑
𝒔𝟑 =

𝟐

𝟑
𝒔𝟒 = 𝟏

1مثال

)𝑵𝟏(𝒔 = 𝑪𝟏 𝒔 −
𝟏

𝟑
𝒔 −

𝟐

𝟑
(𝒔 − 𝟏)
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:و بطور مشابه

31

)𝑵𝟏(𝒔 = 𝑪𝟏 𝒔 −
𝟏

𝟑
𝒔 −

𝟐

𝟑
(𝒔 − 𝟏)

)𝑵𝟐(𝒔 = 𝑪𝟐𝒔 𝒔 −
𝟐

𝟑
(𝒔 − 𝟏)

)𝑵𝟑(𝒔 = 𝑪𝟑𝒔 𝒔 −
𝟏

𝟑
(𝒔 − 𝟏)

𝑵𝟒(𝒔) = 𝑪𝟒𝒔 𝒔 −
𝟏

𝟑
𝒔 −

𝟐

𝟑

1مثال
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:کهشوداعمالهریکازچهارشرطمقدارواحد،نتیجهمیبا

32

)𝑵𝟏(𝟎 = 𝟏 = 𝑪𝟏 −
𝟏

𝟑
−
𝟐

𝟑
(−𝟏)

𝑵𝟐

𝟏

𝟑
= 𝟏 = 𝑪𝟐

𝟏

𝟑
−
𝟏

𝟑
−
𝟐

𝟑

𝑵𝟑

𝟐

𝟑
= 𝟏 = 𝑪𝟑

𝟐

𝟑

𝟏

𝟑
−
𝟏

𝟑

𝑵𝟒(𝟏) = 𝟏 = 𝑪𝟒(𝟏)
𝟐

𝟑

𝟏

𝟑

1مثال

𝑪𝟏 = −
𝟗

𝟐

𝑪𝟐 =
𝟐𝟕

𝟐

𝑪𝟑 = −
𝟐𝟕

𝟐

𝑪𝟒 =
𝟗

𝟐



نی
مبا

ود
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

بندی المان کلیتوابع درونیاب برای فرمول-فصل هفتم

33

𝑵𝟏(𝒔) = −
𝟗

𝟐
𝒔 −

𝟏

𝟑
𝒔 −

𝟐

𝟑
(𝒔 − 𝟏)

𝑵𝟐(𝒔) =
𝟐𝟕

𝟐
𝒔 𝒔 −

𝟐

𝟑
(𝒔 − 𝟏)

𝑵𝟑(𝒔) = −
𝟐𝟕

𝟐
𝒔 𝒔 −

𝟏

𝟑
(𝒔 − 𝟏)

𝑵𝟒(𝒔) =
𝟗

𝟐
𝒔 𝒔 −

𝟏

𝟑
𝒔 −

𝟐

𝟑

1مثال

N1
N2 N3

N4
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1مثال

N1
N2 N3

N4

C0ی استخراج توابع درونیاب برای پیوستگ

:توابع لاگرانژبا استفاده از 

𝑵𝒋(𝒔) = 𝑳𝐣(𝒔)
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کیبرایایجملهچندنمایشبعدی،یکهایالماندرتمامیتشرطتأمینبرای

.باشدM-1مرتبهتامستقلمتغیرهایتوانهمهشاملبایدآزادیدرجهMالمان

.باشدکاملایچندجملهیعنی

همسانیخاصیتازبُعدسهودودرمیدانیمتغیرایجملهچندهاینمایشاگر

.نندکمیارضاراتمامیتوسازگاریشرایطصورتایندرباشد،برخوردارهندسی

چرخشایانتقالباکهباشدمیهندسیهمسانیدارایصورتیدرریاضیتابعیک

هایرمتغیازیکهردیگر،عبارتبه.نگرددایجادتابعفرمدرتغییریمختصات

.باشندتابعدربرابرنقشدارایبایدمستقل
35

هندسیهمسانی:ایجملهچندهایفرم
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کردبیانزیرصورتبهتوانمیراMمرتبهکاملایجملهچندیکبعد،دودر

:جملاتکلتعداد

36

𝑷𝑴(𝒙, 𝒚) = 

𝒌=𝟎

𝑵𝒕
𝟐

𝒂𝒌𝒙
𝒊𝒚𝒋 𝒊 + 𝒋 ≤ 𝑴

𝑵𝒕
𝟐
= [(𝑴 + 𝟏)(𝑴 + 𝟐) Τ] 𝟐

هندسیهمسانی:ایجملهچندهایفرم

برایکاملدومدرجهایجملهچندازمحدوداجزایمسئلهیکدراگرمثالعنوانبه
.تاسنیازالماندرگرهیآزادیدرجهششبهشود،استفادهمیدانیمتغیریابیدرون
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بعدیها در فضای دو ایجملهبرای چند پاسکال -خیاممثلث 

37

هندسیهمسانی:ایجملهچندهایفرم
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سه بعدیها در فضای ایجملهبرای چند هرم پاسکال 
38

هندسیهمسانی:ایجملهچندهایفرم

0درجه 

1درجه 

2درجه 

3درجه 
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همسانیدارایتقارنصورتدرنیزناکاملایجملهچند
.باشدمیهندسی

نیستمتقارنزیرناکاملدومدرجهایجملهچهار

متقارنزیرناکاملدومدرجهایجملهچندکهحالیدر
است

هایایجملهچندبرخیتوانمیپاسکال-خیاممثلثاز
.دادتشخیصرامشخصمرتبهبارایجمتقارناماناکامل 39

𝑷(𝒙, 𝒚) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒙
𝟐

𝑷(𝒙, 𝒚) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒙𝒚

هندسیهمسانی:ایجملهچندهایفرم
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دارایتقارنصورتدرنیزناکاملایجملهچند
.باشدمیهندسیهمسانی

10المانبرایزیرکاملدومدرجهایجملهچند
:استمناسببعدیسهفضایدرآزادیدرجه

برایتوانمیرازیرمتقارناماناکاملهایفرم
:کرداستفادهآزادیدرجه7المان

40

𝑷(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒛

+𝒂𝟒𝒙
𝟐 + 𝒂𝟓𝒚

𝟐 + 𝒂𝟔𝒛
𝟐

+ 𝒂𝟕𝒙𝒚 + 𝒂𝟖𝒙𝒛 + 𝒂𝟗𝒚𝒛

هندسیهمسانی:ایجملهچندهایفرم

𝑷(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒛 + 𝒂𝟒𝒙
𝟐 + 𝒂𝟓𝒚

𝟐 + 𝒂𝟔𝒛
𝟐

𝑷(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒛 + 𝒂𝟒𝒙𝒚 + 𝒂𝟓𝒙𝒛 + 𝒂𝟔𝒚𝒛
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ی مدلسازی دیوار برش
:با المان های مثلثی

41

های مثلثیالمان

(  ج)( ب)(    الف)

سهده گرهی درجه ( ج)شش گرهی درجه دو، ( ب)گرهی خطی، سه ( الف: )مثلثیالمان

Latin American Journal of Solids and Structures
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𝝓(𝒙, 𝒚) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚

𝝓(𝒙𝟏, 𝒚𝟏) = 𝝓𝟏

𝝓(𝒙𝟐, 𝒚𝟐) = 𝝓𝟐

𝝓(𝒙𝟑, 𝒚𝟑) = 𝝓𝟑

مثلثی  سه گرهیالمان

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏
𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐
𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑

𝒂𝟎
𝒂𝟏
𝒂𝟐

=

𝝓𝟏

𝝓𝟐

𝝓𝟑



نی
مبا

ود
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

بندی المان کلیتوابع درونیاب برای فرمول-فصل هفتم

43

𝒂𝟎 =
𝟏

𝟐𝑨
)𝝓𝟏(𝒙𝟐𝒚𝟑 − 𝒙𝟑𝒚𝟐) + 𝝓𝟐(𝒙𝟑𝒚𝟏 − 𝒙𝟏𝒚𝟑) + 𝝓𝟑(𝒙𝟏𝒚𝟐 − 𝒙𝟐𝒚𝟏

𝒂𝟏 =
𝟏

𝟐𝑨
)𝝓𝟏(𝒚𝟐 − 𝒚𝟑) + 𝝓𝟐(𝒚𝟑 − 𝒚𝟏) + 𝝓𝟑(𝒚𝟏 − 𝒚𝟐

𝒂𝟐 =
𝟏

𝟐𝑨
)𝝓𝟏(𝒙𝟑 − 𝒙𝟐) + 𝝓𝟐(𝒙𝟏 − 𝒙𝟑) + 𝝓𝟑(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏

مثلثی  سه گرهیالمان
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44

𝝓(𝒙, 𝒚) =
𝟏

𝟐𝑨

(𝒙𝟐𝒚𝟑 − 𝒙𝟑𝒚𝟐) + (𝒚𝟐 − 𝒚𝟑)𝒙 + (𝒙𝟑 − 𝒙𝟐)𝒚 𝝓𝟏

+ (𝒙𝟑𝒚𝟏 − 𝒙𝟏𝒚𝟑) + (𝒚𝟑 − 𝒚𝟏)𝒙 + 𝒙𝟏 − 𝒙𝟑)𝒚 𝝓𝟐

+ (𝒙𝟏𝒚𝟐 − 𝒙𝟐𝒚𝟏) + (𝒚𝟏 − 𝒚𝟐)𝒙 + (𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)𝒚 𝝓𝟑

مثلثی  سه گرهیالمان

𝝓(𝒙, 𝒚) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚

𝑵𝟏(𝒙, 𝒚) =
𝟏

𝟐𝑨
(𝒙𝟐𝒚𝟑 − 𝒙𝟑𝒚𝟐) + (𝒚𝟐 − 𝒚𝟑)𝒙 + (𝒙𝟑 − 𝒙𝟐)𝒚

𝑵𝟐(𝒙, 𝒚) =
𝟏

𝟐𝑨
(𝒙𝟑𝒚𝟏 − 𝒙𝟏𝒚𝟑) + (𝒚𝟑 − 𝒚𝟏)𝒙 + (𝒙𝟏 − 𝒙𝟑)𝒚

𝑵𝟑(𝒙, 𝒚) =
𝟏

𝟐𝑨
(𝒙𝟏𝒚𝟐 − 𝒙𝟐𝒚𝟏) + (𝒚𝟏 − 𝒚𝟐)𝒙 + (𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)𝒚

𝑨 =
𝟏

𝟐
|

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏
𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐
𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑

|
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شودمیصورت زیر تعریف بهPسطح نقطه مختصات 

A : کل مثلث مساحت

45

𝑳𝟏 =
𝑨𝟏
𝑨

𝑳𝟐 =
𝑨𝟐
𝑨

𝑳𝟑 =
𝑨𝟑
𝑨

𝑳𝟏 + 𝑳𝟐 + 𝑳𝟑 = 𝟏

مختصات سطح| مثلثیهای المان
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46

مختصات سطح| مثلثیهای المان
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گرهیسه مثلثی المان 

𝝓(𝒙, 𝒚) = 𝑳𝟏𝝓𝟏 + 𝑳𝟐𝝓𝟐 + 𝑳𝟑𝝓𝟑

𝝓(𝒙, 𝒚) =

𝒊=𝟏

𝟑

𝑵𝒊𝝓𝒊

𝑵𝟏 = 𝑳𝟏

𝑵𝟐 = 𝑳𝟐

𝑵𝟑 = 𝑳𝟑

Adaptive modeling of plate structures

3
1

2
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المان مثلثی شش گرهی

𝝓(𝒙, 𝒚) =

𝒊=𝟏

𝟔

𝑵𝒊𝝓𝒊

𝝓(𝒙, 𝒚) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒙
𝟐 + 𝒂𝟒𝒙𝒚 + 𝒂𝟓𝒚

𝟐
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المان مثلثی شش گرهی

𝑵𝟏 = 𝑪𝟏 𝑳𝟏(𝑳𝟏 −
𝟏

𝟐
)

)𝑵𝟏(Node 1 = 𝟏 → 𝑪𝟏 𝟏
𝟏

𝟐
= 𝟏 → 𝑪𝟏=2

𝑵𝟏 = 𝟐 𝑳𝟏(𝑳𝟏 −
𝟏

𝟐
) = 𝑳𝟏(𝟐𝑳𝟏 − 𝟏)
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50

المان مثلثی شش گرهی

𝝓(𝒙, 𝒚) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒙
𝟐 + 𝒂𝟒𝒙𝒚 + 𝒂𝟓𝒚

𝟐

visualfea.com
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رم زیر  هایی به فشود، اغلب باید انتگرالکه از مختصات سطح استفاده میهنگامی 
شوندارزیابی 

Aباشدمی3و 2، 1های مساحت کل مثلث ایجاد شده به وسیله گره.

: استرابطه زیر برقرار cو a ،bصحیح مثبت های توانبرای تمام 
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ඵ

𝑨

𝑳𝟏
𝒂𝑳𝟐

𝒃𝑳𝟑
𝒄 𝒅𝑨

ඵ

𝑨

𝑳𝟏
𝒂𝑳𝟐

𝒃𝑳𝟑
𝒄  d𝑨 = 𝟐𝑨

𝒂! 𝒃! 𝒄!

𝒂 + 𝒃 + 𝒄 + 𝟐 !

مختصات سطحگیری  انتگرال
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:باشندمیماتریس سختی المان انتقال حرارت دو بعدی به فرم زیر های درایه

با استفاده از توابع درونیاب. باشدمساحت المان میAانتقال حرارت و ضریب  hکه 

.را محاسبه کنیدk24اند، شدهفوق آورده المان مثلثی شش گرهی که در رابطه 
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2مثال

𝒌𝒊𝒋 = න

𝑨

𝒉𝑵𝒊𝑵𝒋𝒅𝑨
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:حل

53

𝒌𝟐𝟒 = 𝒉න

𝑨

𝑳𝟐(𝟐𝑳𝟐 − 𝟏)𝟒𝑳𝟏𝑳𝟐 𝒅𝑨 = 𝒉න

𝑨

൫𝟖𝑳𝟏𝑳𝟐
𝟑 − 𝟒𝑳𝟏𝑳𝟐

𝟐)𝒅𝑨

2مثال

𝒉න

𝑨

𝟖𝑳𝟏𝑳𝟐
𝟑𝒅𝑨 = 𝟖𝒉 𝟐𝑨

𝟏!)(𝟑!)(𝟎!

(𝟏 + 𝟑 + 𝟎 + 𝟐)!
=
𝟗𝟔𝒉𝑨

𝟕𝟐𝟎
=
𝟐𝒉𝑨

𝟏𝟓

𝒉න

𝑨

𝟒𝑳𝟏𝑳𝟐
𝟐𝒅𝑨 = 𝟒𝒉 𝟐𝑨

𝟏!)(𝟐!)(𝟎!

(𝟏 + 𝟐 + 𝟎 + 𝟐)!
=
𝟏𝟔𝒉𝑨

𝟏𝟐𝟎
=
𝟐𝒉𝑨

𝟏𝟓

𝒌𝟐𝟒 =
𝟐𝒉𝑨

𝟏𝟓
−
𝟐𝒉𝑨

𝟏𝟓
= 𝟎

𝑵𝟒 = 𝟒𝑳𝟏𝑳𝟐

)𝑵𝟐 = 𝑳𝟐(𝟐𝑳𝟐 − 𝟏
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شرطکردنفراهمبرایمتقارنناکاملایجملهچندیکازچهارضلعیالماندر
.شودمیاستفادههندسیهمسانی
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𝝓(𝒙, 𝒚) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒙𝒚

مستطیلی چهار گرهیالمان
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شودیاعمال چهار شرط گرهی و نوشتن نتایج در فرم ماتریسی، رابطه زیر حاصل مبا 

55

𝝓𝟏

𝝓𝟐

𝝓𝟑

𝝓𝟒

=

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏 𝒙𝟏𝒚𝟏
𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐 𝒙𝟐𝒚𝟐
𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑 𝒙𝟑𝒚𝟑
𝟏 𝒙𝟒 𝒚𝟒 𝒙𝟒𝒚𝟒

𝒂𝟎
𝒂𝟏
𝒂𝟐
𝒂𝟑

𝒂𝟎
𝒂𝟏
𝒂𝟐
𝒂𝟑

=

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏 𝒙𝟏𝒚𝟏
𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐 𝒙𝟐𝒚𝟐
𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑 𝒙𝟑𝒚𝟑
𝟏 𝒙𝟒 𝒚𝟒 𝒙𝟒𝒚𝟒

−𝟏 𝝓𝟏

𝝓𝟐

𝝓𝟑

𝝓𝟒

𝝓(𝒙, 𝒚) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒙𝒚
= 𝟏 𝒙 𝒚 𝒙𝒚 𝒂

مستطیلی چهار گرهیالمان
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:  میدانیمتغیر 

.توان استخراج کرداین رابطه توابع درونیاب را میاز 
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𝝓(𝒙, 𝒚) = 𝟏 𝒙 𝒚 𝒙𝒚 𝒂

= 𝟏 𝒙 𝒚 𝒙𝒚

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏 𝒙𝟏𝒚𝟏
𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐 𝒙𝟐𝒚𝟐
𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑 𝒙𝟑𝒚𝟑
𝟏 𝒙𝟒 𝒚𝟒 𝒙𝟒𝒚𝟒

−𝟏 𝝓𝟏

𝝓𝟐

𝝓𝟑

𝝓𝟒

𝝓(𝒙, 𝒚) =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊𝝓𝒊

مستطیلی چهار گرهیالمان



نی
مبا

ود
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

بندی المان کلیتوابع درونیاب برای فرمول-فصل هفتم

ده المان مستطیل شکل، مختصات نرمال شبرای 
r وs( اخته شننیز مختصات طبیعیکه با عنوان

.کردصورت زیر تعریف توان بهرا می( شودمی

2a 2وb به ترتیب عرض و طول مستطیل هستند، و
.گرددمیصورت زیر بیان مختصات مرکز نیز به

r وs قرار دارند+ 1تا -1در بازه  .
57

𝒓 =
𝒙 − ഥ𝒙

𝒂
𝒔 =

𝒚 − ഥ𝒚

𝒃

ഥ𝒙 =
𝒙𝟏 + 𝒙𝟐

𝟐
ഥ𝒚 =

𝒚𝟏 + 𝒚𝟒
𝟐

2a

2b

مستطیلی چهار گرهیالمان
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اعمال شرایطی که توسط هر تابعبا 
درونیاب در هر گره باید ارضا شود، 

ت دسصورت زیر بهتوابع درونیاب به
:آیندمی
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𝑵𝟏(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 − 𝒓 𝟏 − 𝒔

𝑵𝟐(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 + 𝒓 𝟏 − 𝒔

𝑵𝟑(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 + 𝒓 𝟏 + 𝒔

𝑵𝟒(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 − 𝒓 𝟏 + 𝒔

𝝓(𝒓, 𝒔) =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊𝝓𝒊

𝑵𝟏
visualfea.com

مستطیلی چهار گرهیالمان
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المانعضلهروسطدراضافیگرهکهاستنحویبهبالاتر،مرتبهمستطیلیالمان
:هستندداراراهندسیهمسانیشرایطزیر،انتخابدوهر.بگیردقرار
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𝝓(𝒙, 𝒚) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒙
𝟐 + 𝒂𝟒𝒙𝒚 + 𝒂𝟓𝒚

𝟐 + 𝒂𝟔𝒙
𝟑 + 𝒂𝟕𝒚

𝟑

𝝓(𝒙, 𝒚) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒙
𝟐 + 𝒂𝟒𝒙𝒚 + 𝒂𝟓𝒚

𝟐 + 𝒂𝟔𝒙
𝟐𝒚 + 𝒂𝟕𝒙𝒚

𝟐

مستطیلی هشت گرهیالمان
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𝑵𝟏(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
(𝒓 − 𝟏)(𝟏 − 𝒔)(𝒓 + 𝒔 + 𝟏)

𝑵𝟓 =
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝒓)(𝟏 + 𝒓)(𝟏 − 𝒔) =

𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝒓𝟐)(𝟏 − 𝒔)

عی، طبیبا استفاده از مختصات توان می
.آورددست را بهانتخاب مناسب تر 

visualfea.com

مستطیلی هشت گرهیالمان

𝑵𝟏

1

5

2

3

4

8
7

6

𝑵𝟓

1

5

2

3

4

8
7

6
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:المانهرمی

المانمثلثیحاصل  توسعه ی 

(:المانآجری)المانمتوازیالسطوح

المانمستطیلیحاصل توسعه ی 
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سه بعدیهای المان

A Julia-based Open-source Package of Parallel Smoothed …

Modeling the Behavior of CFRP Strengthened Concrete Beams …
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دشواری روش های جبری برای به دست آوردن توابع 
درونیاب برای حالت سه بعدی

رای بمختصاتطبیعیاستفاده از رویکرد موثرتر 
توسعه ی توابع درونیاب

62

مختصات حجم| المان هرمی

𝑳𝟏 =
𝑽𝟏
𝑽

𝑳𝟐 =
𝑽𝟐
𝑽

𝑳𝟑 =
𝑽𝟑
𝑽

𝑳𝟒 =
𝑽𝟒
𝑽

𝑽𝟏 + 𝑽𝟐 + 𝑽𝟑 + 𝑽𝟒 = 𝑽
=>   𝑳𝟏 + 𝑳𝟐 + 𝑳𝟑 + 𝑳𝟒 = 𝟏

:های حجممختصه

𝑽𝟏 = 𝒗𝒐𝒍(𝑷𝟐𝟑𝟒)
)𝑽𝟐 = 𝒗𝒐𝒍(𝑷𝟏𝟑𝟒

𝑽𝟑 = 𝒗𝒐𝒍(𝑷𝟏𝟐𝟒)

𝑽𝟒 = 𝒗𝒐𝒍(𝑷𝟏𝟐𝟑)

V3

V : المانکل حجم

𝑽 =
𝟏

𝟔
|

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏 𝒛𝟏
𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐 𝒛𝟐
𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑 𝒛𝟑
𝟏 𝒙𝟒 𝒚𝟒 𝒛𝟒

|
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هرمی چهار گرهیالمان 

𝝓(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝑳𝟏𝝓𝟏 + 𝑳𝟐𝝓𝟐 + 𝑳𝟑𝝓𝟑 + 𝑳𝟒𝝓𝟒

𝑳𝟏 =
𝑽𝟏
𝑽

𝑳𝟐 =
𝑽𝟐
𝑽

𝑳𝟑 =
𝑽𝟑
𝑽

𝑳𝟒 =
𝑽𝟒
𝑽𝝓(𝒙, 𝒚, 𝒛) =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊𝝓𝒊

𝑽
𝑳𝟏
𝒂𝑳𝟐

𝒃𝑳𝟑
𝒄𝑳𝟒

𝒅 𝒅𝑽 =
𝒂!𝒃!𝒄!𝒅!

(𝒂+𝒃+𝒄+𝒅+𝟑)!
(𝟔 𝑽) :انتگرال گیری مختصات حجم
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(ب)(  الف)

.  ده گرهی( الف: )های هرمی با مرتبه بالاترالمان
بیست گرهی( ب)

64

مرتبه بالاترهرمی المان 
0درجه 

1درجه 

2درجه 

3درجه 
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برای تعریف  tو r ،sمختصات طبیعی از 

.گردداستفاده میتوابع درون یاب 
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𝒓 =
𝒙 − ഥ𝒙

𝒂

𝒔 =
𝒚 − ഥ𝒚

𝒃

𝒕 =
𝒛 − ത𝒛

𝒄

مختصات طبیعی المان آجری

ഥ𝒙 =
𝒙𝟐 + 𝒙𝟏

𝟐

ഥ𝒚 =
𝒚𝟑 + 𝒚𝟐

𝟐

ത𝒛 =
𝒛𝟓 + 𝒛𝟏

𝟐
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المان آجری هشت گرهی

𝝓(𝒓, 𝒔, 𝒕) =

𝒊=𝟏

𝟖

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔, 𝒕)𝝓𝒊

𝑵𝟏 =
𝟏

𝟖
(𝟏 − 𝒓)(𝟏 − 𝒔)(𝟏 + 𝒕)

𝑵𝟐 =
𝟏

𝟖
(𝟏 + 𝒓)(𝟏 − 𝒔)(𝟏 + 𝒕)

𝑵𝟑 =
𝟏

𝟖
(𝟏 + 𝒓)(𝟏 + 𝒔)(𝟏 + 𝒕)

𝑵𝟒 =
𝟏

𝟖
(𝟏 − 𝒓)(𝟏 + 𝒔)(𝟏 + 𝒕)
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بندی المان کلیتوابع درونیاب برای فرمول-فصل هفتم

بر حسب مختصات دکارتی  
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𝝓(𝒙, 𝒚, 𝒛)
= 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝒂𝟑𝒛 + 𝒂𝟒𝒙𝒚 + 𝒂𝟓𝒙𝒛 + 𝒂𝟔𝒚𝒛 + 𝒂𝟕𝒙𝒚𝒛

𝝏𝝓

𝛛𝒙
= 𝒂𝟏 + 𝒂𝟒𝒚 + 𝒂𝟓𝒛 + 𝒂𝟕𝒚𝒛

المان آجری هشت گرهی
0درجه 

1درجه 

2درجه 

3درجه 
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بندی المان کلیتوابع درونیاب برای فرمول-فصل هفتم

حسب مختصات طبیعیبر 
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𝝓(𝒓, 𝒔, 𝒕) =

𝒊=𝟏

𝟐𝟎

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔, 𝒕)𝝓𝒊

المان آجری بیست گرهی
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t
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طبیعیحسب مختصات بر 
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:برای گره های واقع در رأس مکعب

برای گره های واقع بر روی اضلاع مکعب، 
𝑟𝑖=0, 𝑠𝑖که در آنها   20و 16، 8، 4بطور نمونه برای گره های  = ∓1,𝑡𝑖 = ∓1:

𝝓(𝒓, 𝒔, 𝒕) =

𝒊=𝟏

𝟐𝟎

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔, 𝒕)𝝓𝒊

𝑵𝒊 𝒓, 𝒔, 𝒕 =
𝟏

𝟖
(𝟏 + 𝒓𝒓𝒊)(𝟏 + 𝒔𝒔𝒊) (𝟏 + 𝒕𝒕𝒊)(𝒓𝒓𝒊 + 𝒔𝒔𝒊 + 𝒕𝒕𝒊 − 𝟐)

المان آجری بیست گرهی

. ام اندiمختصات گره 𝑡𝑖و 𝑟𝑖 ،𝑠𝑖مقادیر 
𝑵𝒊 𝒓, 𝒔, 𝒕 =

𝟏

𝟒
(𝟏 − 𝒓𝟐)(𝟏 + 𝒔𝒔𝒊) (𝟏 + 𝒕𝒕𝒊)

r

s

t

0درجه 

1درجه 

2درجه 

3درجه 


